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AURKEZPENA

Euskal irakaskuntzan B eta D ereduak zabaldu zirenetik izan dugu irakasleok betidanik euskarazko materialaren beharra.

Hasiera-hasieratik izan genuen guztiok kezka hori: gelan lantzeko materiala urria zen –euskararen aldeko militantzian eta bitarteko material eta ekonomiko gutxirekin paratutako zenbait liburu baino ez–, eta, onak izan arren, formatuari eta edukiari dagokienez trinkoegiak izaten ziren liburu haiek, teoria lehenesten zutenak, ariketa gutxiko. Matematika irakasleok ondo dakigunez, baina, funtsezkoa da ahalik eta adibide gehien eskaintzea ikasleei gaiak horren astunak izan ez daitezen eta, hala izanez, ikasleak motiba ditzagun gaiak ondo jorratzeko. 

Hasierako material hura osatzeko asmoz, erdarazko eskoletan erabiltzen genituen material osagarriak euskaratzea izan zen gure lehenengo jarrera eta betekizuna. Baina arazo bat nabaritu genuen itzulpenok egitean: itzulpen haiek egitean, zuzentasuna izaten genuen irizpide bakarra, eta ez genion behar beste erreparatzen hizkuntzaren egokitasunari (komunikagarritasunari, ulergarritasunari…). Ez geunden trebatuta horrelako kontzeptuak aplikatzeko, eta testu gehienak nahasiak eta antikomunikatiboak sortzen genituen, ingeniaritza artifizioak. 
Beraz, alde batetik, klaseko materiala osatzeko premia geneukan, eta, beste aldetik, material horren euskarak ona eta egokia izan behar zuen, nahi eta nahi ez –are gehiago kontuan hartuta aurrean genituen ikasleen ama-hizkuntza, gehienetan, erdara zela–.
R400 ikastaroan sartu nintzenean, arazo horiei erantzun sendo bat ematea zen gure asmoa; aukera paregabea zen tutore baten laguntzarekin matematika gai bat ondo prestatzea, euskararen aldetik, egituraren aldetik…

Horregatik guztiagatik, Programazio Lineala lantzea erabaki genuen. Gaia ez da oso teorikoa: ikasleek aurrez ezagutu behar dituzten tresna matematiko gehienak aurreko ikasturteetan emanda daude. Gainera, gaia berria da, XX. mendean sortua eta historia erakargarrikoa. Gelan, historia horren berri eman ondoren, beti sortzen dira sakontzeko galderak; ikasleek beti galdetzen dute zein diren gaur egungo aplikazioak… Matematika ematea batzuetan garratza izan daiteke, batez ere gaia teorikoegia denean –gorago esan dugun bezala–, baina hau ez da Programazio Linealaren kasua. Gai hau oso erakargarria gertatzen zaie ikasleei: gehienetan zaletu egiten dira ikustean Programazio Linealak badituela aplikazio praktiko ageri-agerikoak –Matematikaren beste gai batzuekin ez zaie gauza bera gertatzen: “Eta honek guztiak zertarako balio du?” hainbat eta hainbat bider entzun dugun galderaren aurrean, askotan erantzun ezean geratzen gara irakasleok– abereen eta gizakien elikagaien konposiziorik onena zein izan litekeen erabakitzeko erabiltzen dela, eta bai trafikoko semaforoak, barneko komunikazioak, lantegien lanpostuen banaketak, botiken nahasketak… optimizatzeko ere, esate baterako.

Lan honetan, oinarri matematikoa ondo ezartzen saiatu gara, irudiak tartekatu ditugu teoria ulergarriagoa egiteko, eta, adibide-bilduma luze bat txertatu dugu eskoletan erabiltzeko asmoz: oso beharrezkoa da eguneroko klaseetan adibide bildumatxo bana gai guztietarako. 

Eta azkenean, eskerrak eman behar dizkiot Andoni Duoandikoetxeari, jenio txarreko eta bihotz oneko nire tutore horri, patzientzia handiarekin nire euskararen maila igotzen asko lagundu didalako.

                                                                                                    Marian Telleria

Dolaretxe, 2009ko abendua

Programazio linealaren historia 
Programazio lineala nahiko gai berria dugu Matematikan: esan dezakegu XX. mendearen erdian hasi zirela matematikariak gai honi dagozkion kontzeptuak eta inplikazioak sistematikoki ikertzen, eta, nahiz eta ibilbide laburra egin, oso emankorra izan da gaur arte.

Gaiaren lehen aztarnak Newton, Leibniz eta Bernouilli matematikari handien ekarpenetan antzeman daitezke –XVII. eta XVIII. mendeetan–, kalkulu infinitesimalari eta maximo eta minimo baldintzatuei buruzko ikerketak argitaratu zituztelarik. Geroago, XVIII. mendean, Fourier matematikari frantsesak, programazio lineala aztertzen hasi, eta nolabait antzeman zuen zein garrantzizkoa izan zitekeen, baina ez zuen sakondu.

Urte asko pasatu ziren matematikariek gaiari buruzko ikerketak berriro hasteko, harik eta XX. mendean matematikari batzuek zenbait liburu argitaratu arte. 1939an, esate baterako, Leonid Kantarovitx matematikariak Ekoizpena antolatzeko eta planifikatzeko metodo matematikoak liburua argitaratu zuen. Liburu horretan, egileak eredu matematiko bat aztertu zuen ekoizpena arrazionalizatzeko.

Bitartean, ordenagailuak agertzen hasi ziren: oso xumeak, bai, garai hartan, baina oso tresna baliotsuak programazio linealaren teoria aplikatzeko; batez ere, aldagai askoren ereduetan.

1945ean, George Joseph Stigler-ek, Dietaren arazoa liburuan, elikagaiak dieta barruan nola optimizatu planteatu zuen.

1947. urtean, George Dantzing-ek Sinplexen algoritmoa liburuan, John von Neumann-ek Dualitatearen teoria liburuan eta Kantarovitxek Antolatzeko, ekoizteko eta giza baliabideak optimoki esleitzeko metodo matematikoak liburuan, bultzakada handia eman zioten programazio linealari. Esan dezakegu hiru liburu horiek plazaratu zirenean sortu zela “ofizialki” programazio lineala.

Garai hartarako, nazio aurreratuak II. Mundu Gerran murgilduta zeuden. AEBk arazoak zeuzkaten Europara soldaduak eta armak bidaltzeko, eta kontutan hartuta zein luzea eta zein garestia zen bidaia eta zenbateko garrantzia zeukan garraiatutakoak, bidalketak “optimizatzea” erabaki zuten. Horretarako, programazio lineala ezinbesteko tresna bilakatu zitzaien. Izan ere, hasiera-hasieratik egon da programazio lineala nazioetako armadekin lotuta. Harrigarria iruditu arren, programazio linealaren teoria estatuko sekretua izan zen 1947 arte, oso tresna baliotsua izan zelako armaden eraginkortasuna bermatzeko. 

Zergatik zen hain garrantzi handikoa programazio lineala? Galdera horri erantzuna emateko, pentsatu behar dugu gaiak berak zertarako balio duen: maiz, erabaki ekonomiko bat hartzean, pertsona batek aukera egin behar du aldagai askoren artean: zaila da, beraz, erabakirik hoberena edo gutxienez ona den bat aukeratzea, eta gainera prozesua oso luzea izaten da. Programazio lineala da horrelako problemak ebazteko eta analisi arrazionalak egiteko teknika multzo berezia. Teoriak laguntzen digu errekurtso horien artean banaketa sinpleena, egokiena eta merkeena egiten. Baina beraren eraginkortasuna benetan agertzen da aldagaien kopurua handiegia denean: pertsonen burua oztopatuta gelditzen denean..., hor bai programazio linealaren laguntza! 

“Berlingo aireko zubia”n daukagu adibide ederra programazio linealaren eraginkortasuna aplikazio ezagun batean aztertzeko. 1948. urtean, Berlin hartu eta gero, aliatuek Alemanian zehar garraiatu behar zituzten denetariko ondasunak hiria hornitzeko, eta orduan Sobiet Batasunak –gaur egungo Errusiak eta beste errepublika batzuek osatzen zuten SESB hura– erabaki zuen Berlinerako garraio hura moztea. Arazoa sortu zen amerikarrek Sobiet Batasuna Marshall planetik kanpo uztea erabaki zutenean: Sobiet Batasunaren mendeku erantzuna izan zen Berlinerako hornitze bide haiek moztea –lurretik eta ibaietatik–. Era horretan, janaririk, erregairik, makinarik eta abarrik gabe utzi zuten Berlin; arazoa larria zen: Berlin errenditzea nahi zuten. Aliatuek bi aukera zituzten egoera hura konpontzeko: alde batetik, blokeoa indarrez apurtzea, baina nazioarteko arazo larria ekar zezakeen horrek; eta, bestetik, Berlinera gauza guztiak aireko zubi baten bidez eramatea, horrela ez baitzen arazo politikorik izango. Bigarren aukera hori hautatu zuten. Guztia ondo antolatuta izan behar zuten bidaltze haiek “optimoak” eta efizienteak izateko: hegazkinen zamarako lekua oso ondo aprobetxatu behar zen gastua minimotzeko. Programazio lineala erabili zuten maximo eta minimoak lortzeko, eta emaitzak harrigarriak izan ziren: 1948an, hegazkinez,  eguneko 4.500 tona heldu ziren Berlinera. 1949an, aldiz, 8.000 tona eguneko. Lehen  trenez, kamioiz eta ibaiontziz  sartzen zenaren parekoa zen azken kantitate hori. Une horretarako, Sobiet Batasuna konturatu zen blokeoak ez zeukala zentzurik, eta azkenean, 1949ko maiatzaren 12an, amaitutzat jo zuten blokeoarena.

1947. urteaz geroztik, programazio linealak estatu sekretuaren estatusa galdu, eta beraren aplikazioak laster hasi ziren gizarte zibilean zabaltzen. Jo dezagun oraingoan Moskura, 1958ra. Urte hartan, harea garraiatu behar zuten hiriko eraikin berriak jasotzeko. Harea 10 meatzetatik ateratzen zen, eta 230 leku zeuzkaten harea Moskun bertan hartzeko. Eta, zer esanik ez, erabakiak hartzeko konbinazioak izugarri ugariak ziren. Programazio linealarekin lan egin zuten aukera egokiena hartzeko, eta azkenean gastua % 11 jaitsi zuten aurreko aurrekontuekin alderatuz.

Zer esanik ez, armadetan ere jarraitu zuten erabiltzen. Hala, 1952an, eraginkortasuna handitzeko erabili zuten munduko armadek programazio lineala: aplikatu zuten, besteak beste, kalkulatzeko zer altueratan egin behar zuten hegan hegazkinek arerioen itsaspekoak airetik detektatzeko, edo zer altueratan jarri behar zituzten karga lehergaiak itsasoan, itsaspekoetan eztanda egitean, ahalik eta pertsona gutxien hiltzeko.

50-60ko hamarkadetatik aurrera, merkataritzan eta industrian hasi zen programazio lineala sartzen, eta gaur egunean ia arlo guztietan erabiltzen da: elikaduran, abeltzaintzan, nekazaritzan, garraioan eta lanpostuen banaketetan. Benetan emankorrak programazio linealaren erabilerak!

3 Inekuazioak 

3.1 DESBERDINTZAK

“Pelikula hau 18 urtetik beherakoek ezin dute ikusi”; “gutxiengo soldata 1.000 euro izango da”, “abiadura ezin da izan 120 km/h baino handiagoa”...

Nork ez ditu horrelako esaldiak entzun behin baino gehiagotan? Esaldi horiek sarritan entzuten ditugu, bai; bada, barnean daukaten egitura matematikoa desberdintza da. 

Desberdintzak adibidez honako hauek esaten ditugunean agertzen dira: “hau baino txikiagoa”, “beste horiek baino luzeagoak”... Handiago, txikiago, luzeago, gehiago, zabalago... horiek guztiak taula honek adierazten dizkigu matematikoki:

	IKURRA
	IRAKURBIDEA
	ESANAHIA

	a > b
	a handiago b
	a (zenbakia) b baino handiagoa da

	a ≥ b
	a handiago edo berdin b
	a (zenbakia) b baino handiagoa edo berdina da

	a < b
	a txikiago b
	a (zenbakia) b baino txikiagoa da

	a ≤ b
	a txikiago edo berdin b
	a (zenbakia) b baino txikiagoa edo berdina da


a < b betetzen denean, hau ematen da aditzera: zenbaki positibo bat dagoela, arekin batuta b ematen duena. Idazkera matematikoan:
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(Horren parekoa da a > b kasua. Saia zaitez egiten)

Desberdintzek propietate iragankorra daukate: 
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Komeni da baliokidetasun transformazioak gogoratzea:

1. Desberdintza baten bi atalei zenbaki finko bat batzen badiegu, noranzko bereko beste desberdintza bat lortzen da:
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2. Desberdintza baten bi atalak zenbaki positibo finko batekin biderkatzen edo zatitzen baditugu, noranzko bereko beste desberdintza bat lortzen da:


[image: image4.wmf]+

Î

"

×

<

×

Û

<

R

c

c

b

c

a

b

a

,


3. Desberdintza baten bi atalak zenbaki negatibo finko batekin biderkatzen edo zatitzen baditugu, alderantzizko noranzkoko beste desberdintza bat lortzen da:
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(Azken bi propietate horietan, ezin da ez biderkatu eta ez zatitu 0 zenbakiarekin: bi atalak zeroarekin biderkatzen baditugu, berdintza lortzen dugu (0 = 0); eta, jakina, ez dago definituta zero zatitzailea duen zatiketa).

3.2 EZEZAGUN BATEKO INEKUAZIO LINEALAK

Ezezagun bateko inekuazio linealak honako hauek dira:
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Ezezaguna (x) bakantzeko lehen azaldutako baliokidetasun transformazioak aplikatuz, inekuazio horiek era honetan azaldu daitezke:
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Baina alderatu ditzagun ekuazioekin: lehen mailako ekuazioek soluzio bakarra izaten dute; inekuazioek, aldiz, infinitu soluzio dauzkate. Hona hemen zergatik:

1. x < k denean, k baino zenbaki txikiago guztiek betetzen dute inekuazioa, eta horiek guztiak dira soluzio (baina ez k bera!).

2. x ≤ k  denean, k baino zenbaki txikiago guztiek betetzen dute inekuazioa, bai eta k zenbakiak berak ere, eta horiek guztiak dira soluzio.

3. x > k denean, k baino zenbaki handiago guztiek betetzen dute inekuazioa, eta horiek guztiak dira soluzio (baina ez k bera!).

4. x ≥ k denean, k baino zenbaki handiago guztiek betetzen dute inekuazioa, bai eta k zenbakiak berak ere, eta horiek guztiak dira soluzio.

Beste era batera adieraz daitezke soluzioak (tartea zehaztuz, hain zuzen ere):

1. 
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[image: image209.wmf]Era grafikoan ere azaldu ditzakegu inekuazioak: zuzen errealaren gainean, gezien bidez edo beste metodo batez adieraz dezakegu soluzio tartea.   [image: image20]
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Irudietan ikusten den modura, inekuazio baten soluzioak 
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 tarteko zenbakiak dira; eta beste inekuazioaren soluzioak, (–∞,7) tartekoak.

Erne: ikurrak oso garrantzitsuak dira inekuazioen mugak adierazteko. Mugak puntuen bidez adierazten dira, eta bi aukera ditugu: muga inekuazioaren soluzio tartearen barruan dagoela puntu beltzak adierazten du; puntu zuriak, berriz, kanpoan dagoela adierazten du.

Beraz, inekuazio baten soluzio multzoa hiru eratan adieraz daiteke orokorrean: desberdintza baten bidez, tarte baten bidez, eta grafiko baten bidez.

Horri guztiari buruzko bi adibide jarriko ditugu:

1. adibidea. Ebatz dezagun inekuazio hau: 
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Inekuazio honen soluzioa era honetan ere adieraz dezakegu:    
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Eta, esan bezala, badago metodo grafikoa ere gauza bera adierazteko:

                                    SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Hona hemen lehen aipatu dugun ikurren garrantzia: 
[image: image30.wmf]13
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 zenbakia ez dago inekuazioaren soluzio tartean sartuta. Horregatik, puntu zuri baten bidez azaldu behar da.

2. adibidea. (Bigarren adibide honetan, ikusiko dugu nola erabiltzen den hirugarren baliokidetasun-propietatea). Ebatzi: 
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Bada, x askatzeko, hirugarren propietatearen arabera (–1 zenbakiarekin biderkatu behar da eta), aldatu egin behar da inekuazioaren noranzkoa:
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Adibide honetan, [image: image210.wmf]5
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soluzio multzoa honako hau da: 
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. Bestela adierazita:
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  Grafikoki:

                             [image: image37]
Adibide honetan, puntu beltza marraztu dugu, muga inekuazioaren soluzio multzoaren barnean dagoela adierazteko. 

ARIKETAK

1) Ebatzi inekuazio hauek, eta marraztu soluzioak zuzen errealaren gainean:

a)  6x – 1 > 4x – 3 

b) 
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c) 
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d) 8x – 3 < 4x + 9

e) –4x + 7 > 3x + 2

3.3  EZEZAGUN BATEKO INEKUAZIO LINEALEN SISTEMAK
Ezezagun bateko inekuazio linealen sistemak bi inekuaziok edo gehiagok osatzen dituzte. Zenbaki batek, sistemaren soluzioa izateko, sistemaren inekuazio guztiak batera bete behar ditu. Inekuazio-sistemaren soluzioa –soluzioa egonez gero– zenbaki multzo bat izaten da. 

Inekuazio linealen sistema baten soluzioak adierazteko metodorik argiena grafikoa da. Horretarako, zuzen errealaren gainean inekuazio bakoitzaren soluzioa jartzen da; bada, soluzio guztien arteko ebakidura izaten da sistemaren soluzioa.

Aurrekoa hobeto ulertzeko, ikus ditzagun zenbait adibide:

3. adibidea. Ebatzi sistema hau: 
[image: image40.wmf]î

í

ì

-

<

<

-

15

9

4

2

8

2

x

x

x


Sistema hori, behin inekuazio biei baliokidetasun-transformazioak aplikatuz gero, honen baliokidea da:  
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Haien arteko ebakidura da soluzioa, eta honela adieraz daiteke: 3 < x < 5;

edo beste era honetara: 
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Gogoratu zer esan nahi duen puntu zuriak, eta jabetu zergatik irudikatu ditugun haietako bi goiko irudian.

4. adibidea. Ebatzi sistema hau: 
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Inekuazio horiei baliokidetasun-transformazioak aplikatuz, beste hauek lortzen ditugu: 
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Baina ez dago bi tarte horien arteko ebakidurarik (ez daukate komunean ezein punturik); beraz, sistemak ez dauka soluziorik. Grafikoki adierazita: 

                   [image: image211.wmf]13
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ARIKETAK

1. Ebatzi sistema hauek: 

a.  
[image: image47.wmf]î

í

ì

-

£

-

>

x

x

x

2

8

4

1

                     b.  
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                 c.   
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2. Idatzi beheko tarteak inekuazio modura, eta adierazi zuzen errealaren gainean zein den zenbaki multzo bakoitza: 

	a) –1 < x ≤ 4
b) 4 ≤ x < 5
c) 
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d) 0,7 ≤ x ≤ 1



3.4 BI EZEZAGUNEKO INEKUAZIO LINEALAK  

Bi ezezaguneko inekuazio linealak honako hauek ditugu:
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Gogoratu (x,y) bikote bakoitzak planoko puntu bat adierazten duela: lehen osagaia abszisa da; eta bigarrena, ordenatua. Inekuazioak nolabaiteko baldintza bat ezartzen du planoan: beteko dute puntu batzuek, baina beste batzuek ez. Inekuazioaren baldintza betetzen duten planoko puntu guztien multzoa da soluzio orokorra; zehatzago esanda, planoerdi bat. Zergatik diogu planoerdi bat? Ekuazioko zuzenak: ax + by + c = 0  bi eskualdetan banatzen du plano osoa, bi planoerditan. Zein den inekuazioaren noranzkoa, planoerdi bata edo bestea izango da soluzioa. Muga bera (zuzena) soluzioaren barnean ote dagoen jakiteko, inekuazioaren ikurrari erreparatu behar diogu: “≥” edo “≤” izanik, zuzena soluzioaren barnean dago;  “>” edo “<” izanik, ostera, ez da soluzioaren parte izango.

Ikus dezagun praktikan nola jokatu. Lehenik, zuzena irudikatuko dugu; jakina, planoa bi zatitan bananduko du. Gero, edozein puntu hartu (gehienetan, eta kontuak ahalik eta errazen egitearren, (0,0) puntua erabiltzen da, zuzena puntu horretatik pasatzen ez bada), eta inekuazioan bertan ordezkatuko dugu, desberdintza betetzen ote duen konprobatzeko. Balio horrek inekuazioa betetzen badu, puntu horren aldera dauden puntu guztiak dira soluzioak (planoerdiko puntu guztiak); inekuazioa betetzen ez badu, beste aldera dauden puntu guztiak izango dira soluzioak.

 Grafikoki adieraz dezakegu aurreko hori:

[image: image212.wmf]13
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[image: image55]
Goiko grafikoan, zuzenak bereizten dituen bi planoerdiak ikus ditzakegu: 1 eta 2. Inekuazioaren noranzkoaren arabera, soluzio multzoa bata edo bestea izango da.  

Metodo grafikoan zuzen bat soluzio multzoaren barruan dagoen ala ez adierazteko, kode hau erabiliko dugu: zuzena soluzio multzoan badago, marra jarraitu baten bidez irudikatuko dugu; eta ez badago, marra eten baten bidez. 

Horri guztiari buruzko adibide bat jarriko dugu:

5. adibidea. Ebatzi grafikoki 2x + 5y > 10 inekuazioa.

Lehenik, 2x + 5y = 10 ekuazioko zuzena irudikatuko dugu. Gero, (0,0) puntua ordezkatuko dugu inekuazioan: 2·0 + 5·0 > 10; hain zuzen ere, 0 > 10  ematen du. Argi dago (0,0) puntuak ez duela inekuazioa betetzen; beraz, (0,0) puntua soluzio multzokoa ez denez, beste planoerdiko puntu guztiak izango dira soluzioa. 
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Adibide honetan, zuzena bera ez dago soluzio multzoaren barnean: horrexegatik dago adierazita marra eten baten bidez.

Trebatzeko beste ariketa ebatzi batzuk:

6. adibidea. Ariketa honetan eta hurrengoetan, ebatzi grafikoki ematen zaizkizun inekuazioak:   
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Zuzena irudikatu eta gero, (0,0) puntua erabili dugu soluzioen eremua bilatzeko. Puntu horrek inekuazioa betetzen duenez, koordenatu-jatorriaren aldeko puntu guztiak dira soluzioak. 

7. adibidea. 
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Hemen ere (0,0) puntuarekin egin dugu proba. Puntu horrek inekuazioaren baldintza betetzen ez duenez, mugaz beste aldeko puntuak dira soluzioak.

8. adibid[image: image215.wmf]4
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ea. 2x – 4y ≥ 0

             [image: image61]
Hau kasu berezia da. Adibide honetan, ezin dugu (0,0) puntua erabili proba egiteko, zuzena puntu horretatik bertatik pasatzen delako; hori dela eta, esate baterako (1,0) puntua sartu dugu inekuazioan, inekuazioa betetzen ote duen konprobatzeko. Desberdintzaren balioa betetzen duenez, (1,0) puntuaren aldeko puntu guztiak dira soluzioak.

ARIKETAK

Ebatzi grafikoki inekuazio hauek, eta zehaztu, dagokion planoerdia ilunduz, bakoitzaren soluzio multzoa.

a. 
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3.5 BI EZEZAGUNEKO INEKUAZIO LINEALEN SISTEMAK

Bi ezezaguneko inekuazio linealen sistemak bi inekuaziok edo gehiagok osatzen dituzte. Jakina, (x,y) zenbaki bikoteak, sistemaren soluzioa izateko, inekuazio guztiak batera bete behar ditu. Horregatik, inekuazio guztien arteko ebakidura izango da sistemaren soluzio orokorra.

Bi inekuazioko sistema bat ebazteko, banan-banan ebatzi behar ditugu inekuaziook. Horretarako, bakoitzari dagokion zuzena irudikatu behar dugu planoan. Hori eginda, konturatuko gara bi kasu ager daitezkeela:

Zuzenek puntu batean ebakitzen dute elkar 

Zuzenak paraleloak dira

Lehenengo kasuan, soluzio multzoa A, B, C edo D lau eremuetako batean egon daiteke (ikus beheko irudia); eta bigarrenean, soluzioa egonez gero, A edota B edota C eremuetan egongo da orokorrean.
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Zenbait adibide ebatziko ditugu hori guztia azaltzeko:

9. adibidea. Ebatzi grafikoki sistema hau:
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Goiko irudian soluzio multzoaren eremua ilunduta dago. Kasu honetan, inekuazio bietan berdinketa agertzen denez, zuzenerdiak soluzio multzoaren barnean egongo dira.

10. adibidea. Ebatzi grafikoki sistema hau:  
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Adibide honetan, soluzio multzoa bi zuzenen artean ageri da. Kasu honetan, zuzen baten puntu guztiak soluzio multzoaren barnean daude; baina bestearenak, berriz,  (inekuazio horretan berdinketa posiblea ez delako), soluzioaren kanpoan daude. 

11. adibidea. Ebatzi grafikoki sistema hau:
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Adibide honetan, argi ikusten da sistemak ez daukala soluziorik; inekuazio baten soluzio-puntuak alde batean daude; eta beste inekuazioaren soluzio-puntuak, beste aldean. Kasu honetan, ez dago ebakidurarik zatikako soluzioen artean: ez dago punturik bi inekuazioak batera betetzen dituenik.

12. adibidea. Ebatzi grafikoki sistema hau:
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Lehenengo inekuazioak jartzen duen baldintzaren arabera, soluzio-puntuak beherantz zabaltzen dira; baina bigarren inekuazioak ere behean dauzka bere soluzio puntuak; beraz, soluzio-eremuak komunean dauzkaten puntuen multzoa izan behar duenez,  
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 ekuazioko zuzenetik behera dauzkagu inekuazio-sistema horren soluzio puntuak. 

3.6 HIRU INEKUAZIO EDO GEHIAGOKO SISTEMAK

Hiru inekuazioko sistema grafikoki nola ebatzi behar den azaltzeko, orokortu egin dezakegu lehen deskribatu dugun metodoa: pausoak berdinak dira inekuazio-sistemeterako, edozein delarik inekuazioen kopurua. Hemen hiru inekuazioko sistema nola ebatzi grafikoki azalduko dugu, eta inekuazio gehiagoko sistemak ebaztea  irakurlearen eskuetan utzi.

 Hiru inekuazioko sistema bat grafikoki ebazteko, lehenik inekuazioak banan-banan ebatzi behar ditugu, bakoitzaren soluzio multzoa zehaztuz. Ondoren, hiruren artean mugatutako soluzio multzoa bereiziko dugu, ilunduz edo marrak edo laukitxoak jarriz. Argi eta garbi ikusi behar da grafikoan, lehen begiratuan, soluzio multzoa zein den. 

Ikus dezagun azaldutakoa hiru inekuazioko sistema baten adibide grafiko batekin.

12. adibidea. Ebatzi grafikoki sistema hau:
[image: image75.wmf]
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Inekuazioak banaka ebatzi ditugu: lehenengo inekuazioaren soluzioa 
[image: image78.wmf]4
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 zuzenaren gainean dagoen planoerdia da. Bigarren inekuazioaren soluzioa ere planoerdi bat da; hain zuzen ere, OY ardatzaren eskuinean dagoena, ardatza barne. Hirugarren inekuazioaren soluzioa planoerdi bat da, OX ardatzaren gainean dagoena, ardatza barne kasu honetan ere bai.

Goiko irudian, ilundu egin dugu soluzio multzoaren eremua. Hiru inekuazioen artean zehazten duten eremua sistemaren soluzioa da, eta kasu honetan hiru inekuazioetan berdinketa ageri denez, hiru zuzenerdiak soluzio multzoaren barnean egongo dira.

ARIKETAK

1. Ebatzi grafikoki sistema hauek:

a)
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          d)
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2. “Erpin bat soluzio multzoaren barnean dagoenean, sistemaren bi inekuazio edo gehiago berdinketa baten bidez adierazita daude”. Esan esaldi hori egia ala gezurra den, eta justifikatu zure erantzuna.

Multzo ganbilak 4

4.1 MULTZO GANBILAK

Multzo ganbil bat planoko eremu bat da. Multzo ganbila izateko, honako hau bete behar da: multzo horren bi puntu –edozein– zuzenki batez lotzen baditugu, zuzenki horren puntu guztiak multzo ganbilaren barruan egotea.
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[image: image83]

Bi ezezaguneko inekuazio linealen sistema baten soluzio eremua –soluzioa izanez gero– multzo ganbil bat da beti; beraz, bi ezezaguneko inekuazio linealen sistemekin erlazionatuta daude multzo ganbilak.

Edozein multzo ganbil, bi ezezaguneko inekuazio linealen sistema baten soluzio eremua bada, zuzenki batzuekin mugatuta dago. Zuzenki horiei multzo ganbilaren ertz edo alde deritze; eta bi ertzen arteko ebakidurari –puntu bat da–, erpin.

Multzo ganbil baten ertzak eta erpinak soluzio-eremukoak izan daitezke edo ez, inekuazioen ikurren arabera. Baldin eta multzo ganbil baten ertzak eta erpinak, biak batera, soluzio multzoaren barruan badaude, mutur-puntuak deitzen dira.

Multzo ganbil bat itxia edo irekia izan daiteke ertz bakoitzarekiko, sistemak ertz horren puntuak soluzio eremuaren barruan hartzen dituen edo ez.

Multzo ganbil baten azalera finitua edo infinitua izan daiteke: horren arabera, bornatua edo ez-bornatua deituko diogu, hurrenez hurren.

Eta inekuazioen atalean ikusi dugun modura, multzo ganbilak irudikatzeko, sistemaren inekuazioak banan-banan irudikatzea da metodorik hoberena. Multzo ganbil bat zehazteko, gutxienez bi inekuazio behar dira, baina ez dago mugatuta inekuazioen kopuru maximoa: zenbanahi izan daitezke.

Zenbait adibide jar ditzakegu multzo ganbilak grafikoki azaltzeko:

1. adibidea. Irudikatu inekuazio sistema hauek eratzen dituzten multzo ganbilak: 

a)   
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Sistemak eratutako multzo ganbila adierazteko, horren zati bat ilundu dugu. Eremu ganbil horren mugak 
[image: image86.wmf]0
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 eta y = –2 zuzenak dira; lehenengo zuzena soluzio multzokoa da, baina ez bigarrena. Zuzen jarraitu baten bidez eta zuzen eten baten bidez adierazita dago aurreko hori.

Goiko grafikoan bi zuzenen artean gelditzen den eremua mugatuta ez dagoenez, esaten da multzo ganbil hori ez dagoela bornatuta. Kasu honetan, multzo ganbilaren eremua infinitua da: gero eta zabalagoa izan daiteke eskuinetik eta goitik.

b)     
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Goiko grafikoan ere, multzo ganbila alde guztietatik mugatuta ez dagoenez, ez dago bornatuta; beraz, multzo ganbila infinitua da.

c)    
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Adibide honetan, (4,2) eta (0,0) erpinak ez dira soluzio multzokoak –puntu horietan berdinketa posiblea ez delako–, baina bai (0,2) eta (4,6) erpinak: horietan bai, berdinketa posiblea da. Horretaz guztiaz grafikoki jabetzeko, x – 2y = 0 zuzena adierazteko erabilitako marra etenaz ohartu behar dugu.

Grafikoko multzo ganbila bornatuta dago, alde guztietatik mugak dauzkalako.

Multzo ganbilak grafikoki adierazten trebatzeko, ariketa batzuk proposatuko ditugu:

4.2 ARIKETAK

1. Ebatzi grafikoki sistema hauek:

a)
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          d) 
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2. “Erpin bat soluzio multzokoa bada, orduan sistemaren bi inekuaziok edo gehiagok berdinketa bat dute”. Esan aurreko esaldia gezurra ala egia den, eta justifikatu zure erantzuna.

3. Zein izan daiteke bi ezezaguneko bi inekuazio linealeko sistema baten multzo ganbila mugak berdinak badira?

Funtzio linealen maximo eta minimoak multzo ganbiletan 5

5.1 FUNTZIO LINEALAK

Espresio hau bi aldagaiko funtzio lineala da:  f(x,y) = ax + by.

Funtzio horren balio orokorra hau da: f(x,y) = c, baina balio hori aldakorra da; x eta y aldagaien balioa aldatzen den arabera aldatzen da c-ren balioa ere; beraz, ez da balio finko bat.

Funtzio lineal horrek propietate hau dauka:

f(x,y) = c betetzen duten (x,y) planoko puntu guztiek leku geometriko bat eratzen dute.

Leku geometriko hori ax + by = c zuzena da.

Funtzio linealean y aldagaia askatzen badugu, hau lortzen dugu:


[image: image95.wmf]b
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Ekuazio hori zuzen multzo bat da: c aldatzen den arabera, zuzen bat edo beste lortzen dugu. Baina zuzen horiek guztiak elkarren paraleloak dira: haien malda 
[image: image96.wmf]b
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Ekuazio linealean b = 0 egiten badugu, f(x) = ax gelditzen da, eta kontuan hartuta ax = c (balio finko bat) dela, lortutako zuzenak OY ardatzarekiko paraleloak dira.

Bi adibide jarriko ditugu azaltzen saiatu garena hobeto ulertzeko:

1. adibidea. Irudikatu f(x,y) = 2x + y funtzio lineala, haren balioa –4, 0 eta 2 denean.

Hasieran, 2x + y = c funtzioan y aldagaia askatu, eta honela gelditzen da funtzioa: 

y = –2x + c.

Argi dago azken funtzio horren malda –2 dela (malda negatiboa), eta c = 0 egiten dugunean OY ardatzarekiko ebaki puntua (0,0) puntua dela.

Goiko funtzioan c-ren balioa –4, 0 eta 2 balioekin ordezkatzen badugu, hiru zuzen agertzen dira, guztiak elkarren paraleloak direnak.
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Irudian ikusi dezakegunez, c-ren balioa zenbat eta altuagoa, hainbat eta gorago doaz zuzenak, b = 1 (> 0) delako.

2. adibidea. Irudikatu f(x,y) = 2x – 3y funtzio lineala, haren balioa –12, 0 eta 6 denean. 

Aurreko adibidean zuzenak irudikatzeko egindako pausoak errepikatu ditugu hemen:
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Ikusi dezakegunez, funtzio horien malda 
[image: image100.wmf]3
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 da, eta, c handitu ahala, zuzenak gero eta beherago doaz, b = –3 (< 0) delako.

Aldagaien balioak (x-ren eta y-ren balioak) mugatuta ez badaude (edozein balio hartu badezakete),  f(x,y) = ax + by funtzioaren balioa ere ez da mugatuta egongo. Baina, x-ren eta y-ren balioak C multzo baten barruan mugatuta badaude, funtzio linealak ezin izango du edozein balio hartu. Kasu horretan, esan dezakegu balio maximoa edo minimoa egongo direla C multzoko balio posibleen artean.

TEOREMA

“Multzo ganbil batean f (x, y) = ax + by  funtzio lineal batek maximoa edo minimoa lortzen badu, hori multzo ganbilaren mutur puntu batean gertatuko da”.

(Aurreko kapituluan –hain zuzen ere, multzo ganbilenean– adierazi dugu mutur puntuak zer diren; beraz, zalantzak izanez gero, kontsultatu atal hori).

Zenbait adibide grafiko emango ditugu teorema hori azaltzeko:

3. adibidea. Multzo ganbil hau emanda: 
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, aztertu ea g = x + 4y funtzioak maximoa eta minimoa dauzkan multzo horretan. 
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Lehenik, multzo ganbila irudikatu, eta inekuazio sistemaren soluzio multzo hori ilundu dugu. A, B eta C erpinen balioak lortzeko, zuzenak binaka elkartuta definitzen dituzten ekuazio sistemak ebatzi behar ditugu. Hiru erpin horien koordenatuak hauek dira:

 A(0,3), B(4,7) eta C (
[image: image103.wmf]5

24

, 3). 

Ondoren, funtzio lineala marraztu behar da. Hasi gaitezke, adibidez, funtzio linealean 0 balioa ordezkatuz; (0,0) puntutik pasatu beharko du zuzenak, funtzio linealaren balioa 0 delako. Balio hori aldatu ahala lortutako zuzenak lehenengo zuzen horren paraleloak izango dira. Zuzenen norabidea kontuan harturik, argi dago multzo ganbilaren A eta C erpinak izan daitezkeela maximoa eta minimoa, baina C erpina inoiz ez, A eta B erpinen artean dagoelako.

Bereizteko A eta B puntuak maximoa edo minimoa diren, bakoitzaren balioak ordezkatu behar ditugu funtzio linealean: g(A) = 12 eta g(B) = 32. Gorago esan bezala, C erpinean bitarteko balioa lortuko dugu: g(C) = 
[image: image104.wmf]5

84

. Egia da g(C)-ren balioa beste bi balioen artean dagoela; beraz, datuak kontuan harturik, A puntuan lortzen du funtzioak minimoa, eta B puntuan maximoa. 

2. adibidea. Aztertu ea f  = –x + y funtzioak maximoa edo minimoa daukan multzo ganbil honetan:    
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Multzo ganbila irudikatu eta ilundu ondoren, aztertu ditzagun mugak: OX ardatzaren aldetik irekita dago, eta beste bi aldeetatik itxita; horren ondorioz, (1,1) erpina C-ren barruan dago, baina ez (0,0) eta (1,0) erpinak, bi erpin horietan berdinketa ez delako posiblea.

Multzo ganbilean, funtzioak 
[image: image107.wmf]1
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tarteko balioak bakarrik hartu ditzake. Irudian zuzenen bidez adierazita dago hori.  Ikusi dezakegunez, y = x zuzenak ertz bat eratzen du C-n, baina, esan bezala, (1,0) erpina ez dago horren barruan. Puntu horren balioa posiblea ez denez, funtzioak ez dauka minimo bat C multzoan.

Maximoa funtzio linealaren 0 balioarekin lortzen da. Balio hori (0,0) erpinean hasi eta (1,1) erpinean bukatzen den zuzenkiaren puntu guztiek lortzen dute, (1,1) erpina barne eta (0,0) kanpo.

3. adibidea. Aztertu grafikoki ea f = x + y funtzioak maximoa edo minimoa daukan multzo ganbil honetan:  C  
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Grafikoan, multzo ganbila ilunduta dago: ez dago bornatuta. Era berean, funtzio linealaren zuzenak irudikatu ditugu. Funtzioak balio negatiboak hatzen ditu C-tik kanpo, eta C-ren barruan, aldiz, balio positiboak, (0,0) puntuan izan ezik: puntu horretan, 0 da funtzioaren balioa. 

Argi dago, beraz, funtzioak ez daukala maximorik eta minimoa (0,0) puntuan dagoela.

4. adibidea. Aztertu grafikoki ea f = x – y funtzioak maximoa edo minimoa daukan multzo ganbil honetan:  C  
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Ariketa honetan ere, multzo ganbila ez dago bornatuta: irekia da. Multzo ganbilaren  eremua ilundu eta funtzio linealaren zuzenak irudikatuta, argi dago multzo ganbilaren barnean ez dagoela maximorik, ezta minimorik ere. Izan ere, balio negatibo bat hartzen badugu, beti egongo da beste balio bat txikiagoa izango dena multzo ganbilaren barruan, eta balio positiboekin berdin gertatzen da: balio bat hartuta, beti egongo da beste bat aurrekoa baino handiagoa dena.

ARIKETAK

1. Ebatzi inekuazio linealen sistema hauek. Esan kasuan kasuko eremua bornatuta dagoen edo ez. Aurkitu –egonez gero– sistema bateraezin bat:

a) 
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                   b) 
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               c) 
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2. Aztertu grafikoki ea f = 3x + 2y funtzioak maximoa edo minimoa daukan multzo ganbil honetan:   
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3. Multzo ganbil baten inekuazio guztiek berdinketa hartzen ez dutenean, baliteke funtzio lineal batek maximoa eta minimoa ez izatea? Arrazoitu erantzuna.

4. Funtzio lineal bat,  f  = ax + by,  eta 
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 multzo ganbil hau emanda, zer motatako baldintzak bete behar ditu funtzioak multzo ganbil horretan honako hauek betetzeko?:

a) Maximoa bakarra da.

b) Minimoa bakarra da.

c) Maximoen kopurua infinitua da.

d) Minimoen kopurua infinitua da.

Programazio linealaren planteamendu orokorra 6

6.1 PLANTEAMENDU OROKORRA

 Programazio linealeko problema guztietan, funtzio lineal bat dago: F(x,y) = ax + by, eta funtzio lineal hori optimizatu behar da: haren maximoa edo minimoa bilatu behar da. Funtzioaren aldagaiak zenbait inekuazio linealen bidez (batzuetan, ekuazioen bidez ere bai) baldintzatuta daude. Funtzio linealari helburu funtzio deitzen diogu; eta inekuazioei, baldintzak. 

Beraz, programazio linealeko ohiko problema bat honela aurkeztu daiteke: 

Maximotu / minimotu Z = ax + by + c funtzioa,
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Hau da: optimizatu behar den funtzio lineal bat, eta inekuazio itxurako zenbanahi baldintza.

Oharra: Aplikazio praktikoetan, aldagaiak positiboak izaten dira gehienetan: programazio linealeko ariketa praktikoetan, aldagaiek errealitateari lotutako esanahia izaten dute orokorrean (dirua, autobus kopuruak, bitamina baten kantitatea...); beraz, ez dauka zentzurik kopuru edo kantitate horiek negatiboak izateak.

Inekuazio sistema bat emanda, aurreko gai batean ikusi dugun bezala, sistemaren inekuazio bakoitzak planoerdi bat zehazten du, eta inekuazio guztiak betetzen dituzten puntuek multzo ganbil bat osatzen dute, eremu posiblea deitzen dena. Multzo ganbil hori bornatuta egon daiteke edo ez. 

Multzo ganbil horren puntuak soluzio posibleak dira. Soluzio posibleen artean batek (edo batek baino gehiagok) maximotu edo minimotu egiten du helburu funtzioa. Puntu horri/horiei soluzio optimo deritzo/e. Soluzio optimoak balio bat hartzen du helburu funtzioan: maximo edo minimo bat izan daiteke. Balio horri programa linealaren balioa deitzen zaio.

Soluzio optimoak, bakarra denean, multzo ganbilaren erpin bat izan behar du. Hori dela eta, erpin hori bilatzeko, erpin guztien koordenatuak kalkulatu ondoren, bakoitzaren balioa ordezkatuko dugu helburu funtzioan: baliorik handiena lotzen duen erpinean egongo da helburu funtzioaren maximoa, eta berdin egin dezakegu minimoa bilatzeko.

Kasu batzuetan, ikusiko dugun bezala, helburu funtzioa (gogoratu 4. gaian esandakoa) paraleloa da eremu posiblearen ertz edo alde batekiko; horrela gertatzen denean, problemak infinitu soluzio ditu. Beste kasu batzuetan, baliteke soluzio optimorik ez egotea. Hala gertatzen da, adibidez, multzo ganbila goitik bornatuta ez dagoenean: helburu funtzioa gero eta gehiago haziko da, balio maximoa inoiz ere aurkitu gabe; era berean, multzo ganbila azpitik bornatuta ez badago, helburu funtzioa gero eta txikiagoa izango da, baina ez du minimorik aurkituko.

6.2 SOLUZIOAK BILATZEKO METODO ANALITIKOA

Adibide batzuen bidez azalduko dugu metodo analitikoa.

1.adibidea. Maximotu  F  =  4x + 3y funtzioa,

           baldintza hauekin: 
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Funtzioak multzo ganbilean maximoa lortzen badu, erpin batean gertatu behar da. Horregatik, eremu posiblea irudikatu ondoren, erpin guztien balioa zehaztu, eta helburu funtzioan ordezkatuko ditugu erpin bakoitzaren koordenatuak: ordezkatze hori egin eta gero, funtzioaren balio maximoa topatuko dugu.
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Erpinen koordenatuak kalkulatzeko, zuzenen ekuazio sistemak (binaka) ebatzi behar ditugu:


A (0,9)                           B (5,6)                                 C (8,0)

Helburu funtzioan erpinen balioak ordezkatzen baditugu, hau lortzen da:

        F (A) = 4 ∙ 0 + 3 ∙ 9 = 27

        F (B) = 4 ∙ 5 + 3 ∙ 6 = 38

        F (C) = 4 ∙ 8 + 3 ∙0 = 32

Argi dago F funtzioak B erpinean hartzen duen balioa beste erpinetan hartzen dituenak baino handiagoa dela; beraz, funtzioak B(5,6) puntuan lortzen du maximoa.

2. adibidea. Minimotu G = 2x + 4y funtzioa

                baldintza hauekin: 
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Inekuazioek eratzen duten multzo ganbila eta erpinak kokatuko ditugu irudian:   
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Irudia egin ondoren, erpinen koordenatuak zehaztuko ditugu:


A (0,10)            B(6,6)              C(8,0)                D(0,7)               E(3,0)

Eta, lehen egin dugun modura, helburu funtzioak erpinez erpin hartzen dituen balioak kalkulatuko ditugu:

        G (A) = 2 ∙ 0 + 4 ∙10 = 40

        G (B) = 2 ∙ 6 + 4 ∙ 6 = 36

        G (C) = 2 ∙ 8 + 4 ∙ 0 = 16

        G (D) = 2 ∙ 0 + 4 ∙ 7 = 28

        G (E) = 2 ∙ 3 + 4 ∙ 0 = 6

Erpinen balioen artean alderaketa eginda, argi ikusten da E(3, 0) erpineko balioa dela txikiena; beraz, puntu horretan lortzen du minimoa helburu funtzioak. 

 6.3 SOLUZIOAK KALKULATZEKO METODO GRAFIKOA

Bi aldagaiko programazio linealeko problema bat grafikoki ebazteko, pauso hauek eman behar ditugu:

Inekuazioek mugatutako eremua irudikatzen da.

Maximotu edo minimotu behar den helburu funtzioaren zuzen multzoa marrazten da norabide bektorearen bidez. Gogoratu zuzenaren ekuazioa hau bada: Ax + By + C = 0, norabide bektorea 
[image: image122.wmf])
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 dela. 

Aurreko zuzen horren zuzen paraleloak irudikatzen dira eremu posibleko erpin guztietatik, eta aztertzen da zein erpinetan lortzen duen helburu funtzioak maximoa edo minimoa. 

Metodo analitikoarekin ebatzitako adibide berberak erabiliko ditugu orain metodo grafikoa adierazteko:

 1.adibidea. Maximotu  F = 4x + 3y funtzioa,

                         baldintza hauekin: 
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Inekuazioek mugatutako eremua irudikatu eta koloreztatu dugu.

Maximotu behar dugun F funtzioaren norabide bektorea irudikatu dugu koordenatu jatorrian. Bektore hori 
[image: image125.wmf])
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Ondoren, bektore horren paraleloak irudikatu ditugu erpin guztietatik. Grafikoki, argi ikusten da funtzioak B (5,6) puntuan lortzen duela maximoa, erpin horretatik pasatzen den zuzena jatorriko ordenatu altuenekoa delako.

2. adibidea. Minimotu G = 2x + 4y funtzioa,

            baldintza hauekin:  
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                       [image: image127]
Inekuazioek mugatutako eremua irudikatu eta koloreztatu dugu.

Minimotu behar dugun G funtzioaren norabide bektorea irudikatu dugu koordenatu jatorrian. Bektore hori 
[image: image128.wmf])
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Ondoren, bektore horren paraleloak irudikatu ditugu erpin guztietatik. Grafikoki, argi ikusten da funtzioak E (3,0) puntuan lortzen duela  minimoa, erpin horretatik pasatzen den zuzenak daukalako jatorriko ordenatu txikiena. 

6.4 PROGRAMAZIO LINEALAREN SOLUZIO MOTAK

Orain arteko adibideetan, soluzioa egoteaz gain, soluzioa bakarra izan da; baina ariketa guztietan ez da beti horrela gertatuko: batzuetan, ez da soluziorik egongo; eta beste batzuetan, infinitu soluzio egongo dira. Horregatik, lehenengo galdera izaten da soluziorik ote dagoen; eta bigarrena, soluziorik egonez gero bakarra ote den.

Hori guztia adibide grafiko batzuen laguntzarekin azalduko dugu, kasurik kasu zenbait argibide emanez:

1. kasua:
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Kasu honetan, Z funtzioa maximotu eta minimotu nahi dugu koloreztatuko eremuan. Z funtzioari lotutako 
[image: image130.wmf]u

 norabide bektorea irudikatu dugu. Funtzioak B puntuan dauka maximoa, eta argi ikusten da puntu hori bakarra dela. Minimoa, berriz, F erpinean aurkitzen dugu, hortik pasatzen den zuzenak jatorriko ordenatu txikiena daukalako; puntu hori ere bakarra da.

2. kasua:
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Kasu honetan, maximotu nahi dugu Z funtzioa. Funtzioari lotutako 
[image: image132.wmf]u

 norabide bektorea irudikatuta, ohartuko gara 
[image: image133.wmf]CD

 aldea eta bektorea bera paraleloak direla. Beraz, C eta D erpinen arteko zuzenkiaren puntu guztietan egongo da maximoa: infinitu soluzio daude, hain zuzen ere.

Eta goiko grafikoan, Z funtzioa minimotu ere egiten badugu, ohartuko gara soluzioa
[image: image134.wmf]AE

alde osoa da, alde hori eta funtzioari lotutako 
[image: image135.wmf]u

 norabide bektorea paraleloak direlako. Minimoetan ere, infinitu soluzio daude: A eta E erpinak lotzen dituen zuzenkiaren puntu guztiak.

3. kasua:
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[image: image136]
Kasu honetan, argi ikusten da Z funtzioak ezin duela balio maximorik lortu: funtzioaren balioa gero eta handiagoa izan daiteke, goitik bornatuta ez dagoelako; beraz, kasu honetan ez dago soluziorik (maximorako). 

4. kasua:
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                [image: image137]. 

Irudian, agerian uzten da eremua azpitik bornatuta ez dagoenez Z funtzioak ezin duela minimorik lortu: kasu honetan, ez dago soluziorik (minimorako).

6.5 ARIKETAK

1. Erantzun galdera hauei: 

a) Zer da soluzio posiblea?

b) Noiz esaten da soluzio posiblea soluzio optimoa dela?

c) Zer da baldintza bat Programazio Linealean?

d) Zer da maximotu edo minimotu behar den funtzioa?

e) Zer da Programazio Linealeko ariketa baten soluzio optimoa?

2. Arrazoitu P(1,1) puntua 
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inekuazioak zehazten duen planoerdiaren barruan dagoen edo ez.

3. Aipatu 
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 inekuazioak definitzen duen planoerdiaren bi puntu, edozein.

4. Bilatu f(x,y) = 2x + y funtzioaren balio minimoa baldintza hauekin:
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5. Funtzio hau emanda: f(x,y) = x + y, bilatu haren balio maximoa eta minimoa baldintza hauekin:
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6.Funtzio hau emanda: f(x,y) = 3x − 7, bilatu haren balio maximoa eta minimoa baldintza hauekin:
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Bi aldagaiko programazio linealeko adibideak 7

Atal honetan, aurreko kapituluetan azaldutakoak bateratuko ditugu, Programazio Linealeko metodoa ariketa praktikoetan nola erabili behar den erakutsiz.

Problema hauetan, F(x,y) = ax + by funtzio lineal bat optimizatu nahi da –maximotu edo minimotu–. Aldagaiak inekuazio lineal batzuek baldintzatuta daudelarik (zenbaitetan, ekuazio lineal batek ere baldintzatu litzake). Funtzio lineal horri helburu funtzioa deitzen diogu, 
Problemok ebazteko, inekuazioen sistemak mugatzen duen multzo ganbila bilatuko dugu, eta multzo ganbil horretan helburu funtzioaren maximoak edo minimoak bilatuko ditugu, aurreko ataletan azaldu den modura.

Hona hemen zenbait adibide:

1. adibidea Lantegi batean, bi motatako mahaiak ekoizten dituzte; mahai arruntak 450 €-an saltzen dituzte, eta mahai dotoreen prezioa 600 € da. Gehienez, 400 mahai arrunt eta 300 dotore ekoitzi ditzakete egun batean; baina, guztira, 500 mahai ekoitzi ditzakete gehienez.

Suposatzen badugu eguneko mahai guztiak saltzen dituztela, kalkulatu mota bakoitzeko zenbat mahai ekoitzi behar diren etekin maximoa lortzeko.

Ebazpena:

a) Mahai arrunten kopuruari y izena emango diogu, eta x mahai dotoreen kopuruari.

Helburu funtzioak etekina adierazten du: saldutako mahaien kopuruaren arabera, handiagoa edo txikiagoa izango da. 

Batetik, helburu funtzioa hau da:

F(x,y) = 600x + 450y, eta, enuntziatuak dioskun legez, maximotu egin behar dugu.

Enuntziatuak ezartzen dituen baldintzak, beste aldetik, honela idatzi ditzakegu hizkera matematikoan:
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Eremu posiblea irudikatuta, bornatuta dagoela ikusi dezakegu. Helburu funtzioaren norabide bektorea marraztu behar dugu:  ū(–450, 600).

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Helburu funtzioan y aldagaia askatzen badugu:
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Zuzen horren malda –4/3 da, eta F funtzioaren balioaren arabera ebakitzen du OY ardatza: zenbat eta altuagoa den balio hori, funtzioak hainbat eta gorago ebakitzen du OY ardatza (balio negatiboek hemen ez dute zentzurik.)

Eremu posiblearen erpinak zehazten ditugu, zuzenak binaka non ebakitzen duten elkar kalkulatu eta gero. Hauek dira erpinen koordenatuak:


A(300,200)                B(100,400)              C(0,400)               D(300,0)

Puntu horiexek dira hautagaiak funtzioaren maximoa edo minimoa bertan egoteko.  Erpinen balio horiek helburu funtzioan ordezkatzen baditugu, balio hauek lortzen + 450 ditugu: 

F(A) = 600 ∙ 300 + 450 ∙ 200 = 270.000 €

F(B) = 600 ∙ 100 + 450 ∙ 400 = 240.000 €

F(C) = 600 ∙ 0 + 450 ∙ 400 = 160.000 €

F(D) = 600 ∙ 300 ∙ 0 = 180.000 €

Helburu funtzioak erpinetan hartzen dituen balioak ikertu eta gero, argi dago A puntuan dagoela balio maximoa, erpin horretan hartzen duen balioa beste erpin guztietako balioa baino handiagoa delako. Beraz, 300 mahai dotore eta 200 mahai arrunt ekoitzi behar dituzte etekina ahalik eta handiena izateko.

Dena dela, lantegiak erabakitzen badu lan egitea, ekoizpen minimoa D(300,0) puntuan lortzen du, baina ekoizpena gelditzen badute, agerian dago koste minimoa (0,0) puntuan lortzen dela, baina puntu horretan ez dago ez ekoizpenik ezta etekinik ere: puntu horrek ez dauka zentzu ekonomikorik.

2. adibidea. Mediku batek gaixo bati esaten dio dieta bat egin behar duela gaixotasunari aurre egiteko. Dieta horretan, gutxienez 4 unitate karbohidrato, 23 unitate proteina eta 6 unitate koipe hartu behar ditu egunero. Gaixoak, dieta betetzeko, 2 marka aurkitzen ditu merkatuan: A eta B; marka horiek paketetan saltzen dira, eta pakete bakoitzaren konposizioa hau da:

	Marka
	Karbohidratoak
	Proteinak
	Koipea
	Dirua

	A
	4
	6
	1
	100

	B
	1
	10
	6
	200


Zein da dieta betetzeko eta kostea minimoa izateko bi marken arteko nahasketarik hoberena?

Ebazpena:

Eskatutako dieta betetzeko, A eta B produktuak nahasi behar ditu bezeroak (eta kostua minimoa izan dadin ahalegindu). Aldagaiak honela definituko ditugu:

x = A markako zenbat pakete erabiltzen dituen nahasketa egiteko

y = B markako zenbat pakete erabiltzen dituen nahasketa egiteko

Problema honela aurkeztu daiteke:

Minimotu F = 100x + 200y funtzioa 

          baldintza hauekin:  
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Azken bi baldintza horiek esanahi praktikoa dute: gaixoak ezin du bi marketako kantitate negatiborik erosi, jakina.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Inekuazioek mugatutako eremu posiblea marraztu eta gero, helburu funtzioaren 
[image: image148.wmf]u

  bektorea irudikatu dugu. Eremu posible hori ez dago goitik bornatuta, baina bai behetik; beraz, edukiko du balio minimoa.

Lau puntu agertzen dira multzoan minimoa bertan egoteko gai: A, B, C eta D. Helburu funtzioaren 
[image: image149.wmf]u

bektorearen zuzen paraleloak lau erpin horietatik irudikatu eta gero, konturatuko gara C erpinean daukagula minimoa. Hori baieztatzeko, erpinen balioak zehaztu ondoren, helburu funtzioan ordezkatuko ditugu.

A(0,4)                 B(
[image: image150.wmf]2

,

2

1

)                   C(3,
[image: image151.wmf]2

1

)               D(6,0)  

F(A) = 100 · 0 + 200 · 4 = 800

F(B) = 100 · 
[image: image152.wmf]2

1

 + 200 · 2 = 450          

F(C) =100 · 3 + 200 ·
[image: image153.wmf]2

1

 = 400
F(D) =100 · 6 + 200 · 0 = 600

Argi dago C erpinak minimotzen duela helburu funtzioa, eta dietaren baldintza guztiak betetzen dituela:

Karbohidratoak:     4 · 3 + 1 · 
[image: image154.wmf]2

1

= 12,5  

Proteinak:               6 · 3 + 10 · 
[image: image155.wmf]2

1

 = 23

Koipea:                   1 · 3 + 6 · 
[image: image156.wmf]2

1

 = 6

Kontuan hartuta eguneroko gutxiengo osagaien kopuruak hurrenez hurren 4, 23 eta 6 direla, nahasketa horrekin dietaren baldintza guztiak beteta daude.

3. adibidea. Lantegi batek bi modeloko ateak ekoizten ditu, A eta B. A modeloko ate bat egiteko, 20 minutuko eskulana behar da; eta 30 minutukoa, B motako ate bat egiteko. Horretaz gain, 20 minutuko makina lana behar da A motako ate bat ekoizteko; eta 10 minutukoa, B motako ate bat ekoizteko.

Lantegiaren programazioan, 100 ordu jarri dituzte hilabete bakoitzean eskulanerako eta 80 ordu makinekin lan egiteko. Badakigu A motako ate batek 150 €-ko etekina uzten dituela eta B motako ate batek 100 €-koa. Zelan antolatu behar dute ekoizpena etekina maximoa izateko?

Ebazpena:

Lehenengo eta behin, denbora ordutan neurtuko dugu:

20 minutu = 
[image: image157.wmf]3
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ordu

30 minutu =
[image: image158.wmf]2
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10 minutu = 
[image: image159.wmf]6
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Aldagaiak azalduko ditugu:

x = A motako zenbat ate ekoitzi behar diren

y = B motako zenbat ate ekoitzi behar diren

Problema honela planteatu daiteke:

Maximotu F = 150x + 100y funtzioa,

      baldintza hauekin:   
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Hemen ere lehenengo bi baldintzek esanahi praktikoa daukate: ezin da ekoiztu ate kopuru negatiborik.

         SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Baldintzek mugatzen duten eremua irudikatu dugu, eta helburu funtzioaren norabide bektorea ū(–100,−150) kokatu dugu jatorri puntuan 

Bektorearen zuzen paraleloak eremuaren erpin guztietatik irudikatuta, argi dago funtzioak B erpinean lortzen duela maximoa. 

Erpinen koordenatuak zehaztuko ditugu (zuzenen ekuazioen arteko sistemak ebatziz), aurrekoa ziurtatzeko:

A(0,200)                                   B(210,60)                                   C(240,0)

Eta lortutako erpinen balioak ordezkatuko ditugu helburu funtzioan:

F(A) = 150 · 0 + 100 · 200 = 20.000 €

F(B) = 150 · 210 + 100 · 60 = 37.500 €

F(C) =150 · 240 + 100 · 0 = 36.000 €

Beraz, A modeloko 210 ate eta B modeloko 60 ate ekoizten direnean lortzen da maximoa; etekin maximo hori 37.500 € da.

4. adibidea. Kiosko batean, liburuak eta maketak saltzen dituzte. Sakelan 120 € dauzkagu liburuak eta maketak erosteko, baina, gutxienez, maketa beste liburu erosi nahi ditugu. Jakinik liburu bakoitzak eta maketa bakoitzak 30 € balio dutela, zein da diru horrekin erosi ditzakegun liburuen eta maketen kopururik handiena? 

Ebazpena:

Lehenik, aldagaiak zehaztuko ditugu:

        x = liburuen kopurua

        y = maketen kopurua

Helburu funtzioak, kasu honetan, zenbat liburu eta maketa erosiko ditugun adierazten du. Beraz, hau da planteamendua:

        Maximotu F = x + y funtzioa 

        baldintza hauekin:    
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Inekuazioek mugatzen duten eremu posiblea eta helburu funtzioaren 
[image: image163.wmf]u

(–1,1) bektorea irudikatuko ditugu:
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Argi dago liburuak eta maketak zenbaki arrunten bidez adierazi behar direla: liburuak eta maketak ezin ditugu zatitu.

Kasu honetan, helburu funtzioaren bektorea 
[image: image165.wmf]u

(–1,1)  eta 
[image: image166.wmf]AB

zuzenkia paraleloak dira, eta teorikoki zuzenki horren puntu guztiak izan litezke soluzioak; baina, gorago esan dugun bezala, liburuak eta maketak ezin dira zatitu; beraz, multzo ganbilaren barruan hiru puntu baino ez dauzkagu zenbaki arruntez adierazita, eta puntu egingarrriak izateko gai: 

                                 (2,2)                      (1,3)                        (0,4)

Eta hiruretan betetzen da liburuen eta maketen guztirako kopurua 4 dela. Beraz, horiek denak dira maximoak.

5. adibidea. A eta B bi ikatz meategik 2.000 tona eta 3.000 tona ikatz mineral ekoizten dute urtean, hurrenez hurren. Ikatz hori hiru zentrotara bideratzen da gero: C, D eta E. Zentro horiek 500, 3.500 eta 1.000 tona mineral hartzen dute urtean, hurrenez hurren, eta ikatza hara eramateko garraioaren kostua, €/tona-tan, taula honetan agertzen da:

	KOSTUA
	C
	D
	E

	A
	1.000
	2.000
	3.000

	B
	1.500
	1.750
	2.000


Nola banandu behar da minerala garraioa ahalik eta merkeena izateko?

Ebazpena:

Problema hau, “Garraioaren problema”, oso garrantzi handikoa izan da Programazio Linealaren sorreran historian; baina hemen planteatu dugun bertsioa bertsio klasiko hura baino xumeagoa da.

Lehenengo eta behin, ezezagunak zehaztu behar dira, eta hori taula baten bidez egingo dugu:

	KANTITATEA
	C (500 tona)
	D (3.500 tona)
	E (1.000 tona)

	A (2.000 tona)
	x
	y
	2.000 – (x + y)

	B (3.000 tona)
	500 - x
	3.500 - y
	x + y – 1.000


x = A meategitik C zentrora bidali behar den ikatz minerala

y = A meategitik D zentrora bidali behar den ikatz minerala

Gainerako laukien kantitateak x eta y zer diren kontuan izanda bete behar dira.

Goiko taulatik abiatuta aterako ditugu baldintzak: kontuan hartu behar dugu, beste barik, kantitate horiek guztiek positiboak izan behar dutela.
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Kostu funtzioa kalkulatzeko, bi tauletan agertzen diren kopuruak biderkatu behar ditugu, lehenengo taulak (tona bakoitzeko) garraio kostua adierazten duelako eta bigarrenak ikatz kantitateak adierazten dituelako.

Kostua:  K(x,y) = 1.000·x + 2.000·y + 3.000·
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 + 1.500·(500 – x) + 1750·(3.500 – y) + 2.000·( x + y – 1.000)= 10.875.000 – 1.500·x – 750·y = 750·
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K(x,y) = 750·
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Ez gaitezen izutu horren zenbaki altuekin; baliteke lehen begiratuan ez konturatzea, baina, azken adierazpen horri tentuz erreparatuta, ohartuko gara kostu funtzioak (2x + y) maximoa denean lortuko duela minimoa, beste zenbaki guztiak finkoak dira eta.
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Irudian eremu posiblea ikusi dezakegu, koloreztatuta, eta helburu funtzioaren norabide bektorea. Helburu funtzioaren norabide bektorearen zuzen paraleloak marraztu eta gero, erabaki dezakegu C erpinean dugula soluzio optimoa.

Argi dago 2x + y = K zuzen aldakorrak eremu posiblearen C(500,1.500) puntuan hartzen duela balio maximoa. Puntu horretako mineralaren banaketa kalkulatuko dugu: 

	
	C
	D
	E

	A
	500
	1.500
	0

	B
	0
	2.000
	1.000


Kostua 750·
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 = 9.000.000 € da. Beste banaketa batzuetan kostua garestiagoa izango litzatekeela egiaztatu dezakegu.

6. adibidea. Ibilbide bat egiteko, aire konpainia batek 2 motatako hegazkinak ditu: A eta B. Bi motatako hegazkinen artean, gutxienez 60 hegaldi egin behar dituzte egunero, eta 200 hegaldi baino gutxiago.

A hegazkinek, gehienez, 120 hegaldi egin ditzakete;, eta B hegazkinek ezin dute A motakoek baino hegaldi gehiago egin. Hegaldi bakoitzean A hegazkinek 900 litro erregai eta B hegazkinek 700 litro erregai erabiltzen badituzte, zenbat hegaldi egin behar dituzte mota bakoitzeko hegazkinek erregai erabilpena minimoa izateko?

Ebazpena:

Aldagaiak zehaztu behar ditugu lehenik:

x = A hegazkinek eginiko hegaldien kopurua

y = B hegazkinek eginiko hegaldien kopurua

Helburu funtzioa hau da:

         F(x,y) = 900 x+ 700 y

         eta hauek baldintzak: 
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Lehenengo baldintza beste era batera idatzi dezakegu, sistema ulergarriagoa egiteko. Beraz, berriro idatziko ditugu baldintzak; planteamendua honela geratuko da:

        Minimotu F(x,y) = 900 x + 700 y

        baldintza hauekin: 
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Eremu posiblea ilundu dugu, eta helburu funtzioaren bektorea irudikatu ere bai. Bektore horren zuzen paraleloak irudikatu ditugu erpin guztietatik.

Erpinen koordenatuak kalkulatu ditugu:

A(30,30)          B(100,100)         C(120,80)        D(120,0)

Argi dago, irudia ikustean, helburu funtzioak A erpinean lortzen duela minimoa; baina, hori konprobatzeko, analitikoki kalkulatu dezakegu erpin bakoitzean zer balio hartzen duen helburu funtzioak.

F(30,30) = 48.000 litro                                   F(60,0) = 54.000 litro

F(120,0) =108.000 litro                                 F(120,80) = 164.000 litro

F(100,100) = 160.000 litro

Aurresan dugunez, helburu funtzioak A(30,30) erpinean lortzen du minimoa: 48.000 litro.

7. adibidea. Unibertsitate bat berriztatzeko asmoz, gutxienez 8 areto berri prestatu nahi dituzte. Batzuk txikiak dira: hain zuzen ere, 60 ikaslerentzat; eta beste batzuk, berriz, handiak: 120 ikaslerentzat. Gehienez, aretoen % 25 izan daitezke handiak; horretaz gain, gutxienez areto handi bat behar du ikastetxeak, eta gehienez 15 areto txiki.

A) Mota bakoitzeko zenbat areto prestatu ditzakete? Planteatu problema, eta irudikatu soluzio multzoa.

B) Aretoen guztizko edukiera maximoa izateko, mota bakoitzeko zenbat areto prestatu behar dituzte? Zenbat ikasle sartuko lirateke areto horietan guztietan?

Ebazpena:

Hasteko, aldagaien esanahia azalduko dugu:

x = zenbat areto txiki prestatuko diren

y = zenbat areto handi prestatuko diren

Aretoen edukiera maximoa izatea nahi badugu, funtzio hau maximotu behar dugu:

                       F = 60x + 120y
eta hauek dira baldintzak: 
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Goiko lehenengo bi baldintzetan, y askatu dezakegu sistema ulergarriagoa egiteko:

        Maximotu F = 60x + 120y,

        baldintza hauekin: 
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Baldintzek markatutako eremu posiblea irudikatu (eta ilundu) dugu, baita helburu funtzioaren norabide bektorea ere; bektore horren bektore paraleloak irudikatu ditugu erpin guztietatik. 

Eremu posiblearen barnean dauden eta aldi berean zenbaki osoz adierazten diren puntu guztiak izango dira ariketa honen soluzioa, baita ertzak ere. Beraz, helburu bektorearen norabidea grafikoki aztertuta, esan dezakegu C erpinean dagoela maximoa, jatorri puntutik abiatuta urrunena delako. 

Erpinen balioak zehaztu ondoren, helburu funtzioak erpin guztietan hartzen duen balioa kalkulatuz, maximoa non dagoen ikusi dezakegu:

A(7,1)                                B(6,2)                           C(15,5)                        D(15,1)

F(7,1) = 420 + 120 = 540

F(15,1) = 900 + 120 = 1.020

F(15,5) = 900 + 600 = 1.500

F(6,2) = 360 + 240 = 600

Beraz, argi dago funtzioak C(15,5) puntuan lortzen duela maximoa: konbinazio horrekin, 15 areto txiki eta 5 areto handi egongo lirateke, eta 1.500 ikasle sartuko lirateke aretootan. 

8. adibidea. Makina biltegi batean, telebistak eta berogailuak gordetzen dira; haietatik, 180 unitate bildu ditzakete gehienez. Bezeroen eskaera betetzeko, gutxienez 30 berogailu egon behar dira, eta telebisten kopuruak berogailuen kopurua baino gutxienez 20 unitate handiagoa izan behar du.

Telebista bakoitzaren prezioa 450 € eta berogailu bakoitzarena 375 € badira,

idatzi problemaren enuntziatua.

egin eremu posiblearen irudia.

tresna bakoitzeko zenbat unitate bildu behar dira guztirako kostua minimoa izateko?

EBAZPENA

Hasieran, aldagaien zehaztapena egingo dugu:

x = zenbat telebista dagoen biltegian

y = zenbat berogailu dagoen biltegian

Helburu funtzioa eta baldintzak hauek dira:

                    F = 450x + 375y
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Lehenengo eta hirugarren baldintzak beste era batera idatzi ditzakegu, sistema hori beste era errazago batean idazteko:

                  Minimotu F = 450x + 375y
                  baldintza hauekin: 
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Eremu posiblea irudikatu (eta ilundu) dugu, eta helburu funtzioaren norabide bektorea ere bai.

Kostu minimoa bilatzeko, lehenik eremu posiblearen erpinen balioak zehaztuko ditugu:

A(50,30)                          B(100,80)                               C(150,30)

Erpinen koordenatuak helburu funtzioan ordezkatuko ditugu balio minimoa aurkitzeko asmoz:

F(50,30) = 450 ∙ 50 + 375 ∙ 30 = 33.750 €

F(100,80) = 450 ∙ 100 + 375 ∙80 = 75.000 €

F(150,30) = 450 ∙ 150 + 375 ∙30 = 78.750 €

Argi dago A(50, 30) erpinean aurkitzen duela helburu funtzioak minimoa; beraz, 50 telebista eta 30 berogailu gorde behar dira biltegian guztirako kostua minimoa izateko.

9. adibidea. Marianek, Matematika irakasleak, etxean egiteko ariketa bilduma bat eman die ikasleei; zerrenda horretatik, gehienez, 70 problema egin behar dituzte.  Problemak bi motakoak dira: A eta B. A motako problemek 5na puntu balio dute; eta B motako problemek, 7na puntu. A motako problema bat ebazteko, 2 minutu behar dira; eta B motako problema bat, 3 minutu.

Ikasleek 2 ordu eta erdi daukate problemak ebazteko; hori guztia kontuan hartuta, mota bakoitzeko zenbat problema ebatzi behar dira puntuazio maximoa ateratzeko? Zein izango da puntuazio hori?  

Ebazpena:

Hasieran, aldagaiak zehaztuko ditugu:

x = A motako zenbat problema egingo dituzten

y = B motako zenbat problema egingo dituzten

Planteamendua honela aurkeztu dezakegu:

        Maximotu F = 5x + 7y,

        baldintza hauekin: 
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Lehenengo eta bigarren inekuazioak beste era batera idatzi ditzakegu: y askatuta, hain zuzen ere. Honela adieraziko ditugu:

        Maximotu F = 5x + 7y
        baldintza hauekin: 
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Eremu posiblea irudikatu eta ilundu dugu; helburu funtzioaren norabide bektorea irudikatu ondoren, haren bektore paraleloak irudikatu ditugu eremu posiblearen erpin guztietatik.

Erpin horien koordenatuak zehaztuko ditugu, beti bezala, dagozkion ekuazio sistemak ebatziz:

             A(0,50)                               B(60,10)                             C(70,0)

Argi dago helburu funtzioaren norabide bektorea kontuan hartuta, maximoak B puntuan egon behar duela, norabide bektorearen zuzen paralelo guztietan urrunena erpin horrexetatik pasatzen delako; dena dela, analitikoki frogatuko dugu hori, erpin bakoitzaren balioa helburu funtzioan ordezkatuz baliorik handiena zein den ondorioztatzeko.

F(0,50) = 5 ·  0 + 7 ∙ 50 = 350

F(60,10) = 5 ∙ 60 + 7 ∙ 10 = 300 + 70 = 370

F(70,0) = 5 ∙ 70 + 7 · 0 = 350

Emaitzen arabera, ikasleak A motako 60 problema eta B motako 10 problema egiten dituenean lortuko du puntuazio maximoa; konbinazio horrekin, ikasle horrek 370 puntu atera ditzake.

10. adibidea. Barazkijaleentzako jantoki batean, egunero, gutxienez 180 kg patata eta 120 kg tomate behar dituzte janaria prestatzeko. Inguruetan, 2 barazki saltzaile daude, A eta B, eta kutxaka bakarrik saltzen dituzte barazkiak. A saltzailearen kutxa bakoitzak 6 kg patata eta 2 kg tomate dauzka, eta prezioa 25 € da; B saltzailearen kutxa bakoitzak, berriz, 4 kg patata eta 3 kg tomate dauzka, eta prezioa 35 € da. 

Kalkulatu:

A) Bi saltzaileei mota bakoitzeko zenbat kutxa erosi behar dizkien jantokiak eguneroko janaria prestatzeko kostua ahalik eta txikiena izan dadin. 

B) Zenbat balio duten egindako erosketa horiek. 

Ebazpena:

Lehenengo eta behin, aldagaien zehaztapena egingo dugu taula baten bidez:

	
	A
	B
	Gutxieneko kantitateak

	PATATAK
	6
	4
	180

	TOMATEAK
	2
	3
	120

	KOSTUA
	25 €
	35 €
	


x = Zenbat kutxa erosten dizkio A saltzaileari

y = Zenbat kutxa erosten dizkio B saltzaileari

Helburu funtzioa eta baldintzak goiko taulatik aterako ditugu:

        Minimotu F = 25x + 35y,

        baldintza hauekin: 
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Goian egin dugun bezala, y aldagaia askatuko dugu lehen bi inekuazioetan; beraz, berridatzi egingo dugu baldintza sistema hori:

        Minimotu F = 25x + 35y,

        baldintza hauekin: 
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Eremu posiblea irudikatu eta ilundu dugu, eta ū helburu funtzioaren norabide bektorea irudikatu dugu. Ondoren, helburu funtzioaren norabide bektorearen zuzen paraleloak irudikatu ditugu erpin guztietatik.

Erpinen koordenatuen balioak zehaztuko ditugu:

               A(0,45)                                 B(6,36)                          C(60,0)

Eta erpinak zehaztu eta gero, erpin bakoitzaren balioa helburu funtzioan ordezkatuko dugu minimoa zein erpinetan dagoen jakiteko.

F(0,45) = 25 · 0 + 35 · 45  =1.575 €

F(6,36) = 25 · 6 + 35 · 36 = 150 + 1.260 = 1.410 €

F(60,0) = 25 · 60 + 35 · 0 = 1.500 €

Argi dago B erpinean lortzen duela helburu funtzioak minimoa, erpin horretako balioa beste erpin guztietako balioak baino txikiagoa delako. Horren arabera, jantokiak A saltzaileari 6 kutxa eta B saltzaileari 36 kutxa erosten badizkie, gastu minimoa izatea lortuko du. Gastu hori 1.410 € da. 

11. adibidea. Gabonetarako, ikastola bateko neskek 2 motatako paketeak prestatu dituzte: A eta B. A pakete bakoitzak 4 turroi, 2 botila txanpan eta 2 txistorra dauzka, eta B paketeak 2 turroi, 2 botila txanpan eta 4 txistorra. 

A motako pakete bakoitza salduta, 4,50 € irabazten dute; B motako paketea salduta, 3 €. Paketeak egiteko, ikastolako biltegian 300 kg turroi, 180 botila txanpan eta 300 txistorra badauzkate, mota bakoitzeko zenbat pakete saldu behar dituzte neskok mozkina maximoa izateko?

Ebazpena:

Programazio linealeko problema guztietan modura, lehenengoz aldagaien esanahia finkatu behar ditugu:

x = A motako zenbat pakete prestatuko dituzten 

y = B motako zenbat pakete prestatuko dituzten

Problema hobeto ulertzeko, taula batean azalduko dugu pakete bakoitzaren konbinazioa, eta produktu bakoitzeko zenbat unitate dauden gordeta ikastolako biltegian.

	
	A
	B
	BILTEGIAN

	TURROIA
	4
	2
	300

	TXANPANA
	2
	2
	180

	TXISTORRA
	2
	4
	300

	ETEKINA
	4,5 €
	3 €
	


Taula horretatik ateratzen ditugun baldintzak hauek dira:
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Eta helburu funtzioa hau da: F = 4,5x + 3y
Aurrekoetan bezala, hemen ere y askatuko dugu inekuaziootan:

         Maximotu F = 4,5x + 3y,

        baldintza hauekin: 
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Goiko grafikoan irudikatu eta ilundu egin dugu eremu posiblea, eta gero helburu funtzioaren norabide bektorea irudikatu dugu erpin guztietatik. Grafikoaren arabera, maximoa C erpinean egon daiteke, baina hori analitikoki frogatu behar dugu.

Erpinen koordenatuak zehaztuko ditugu:

A(0,75)                      B(30,60)                        C(60,30)                        D(75,0)

Maximoa lortzeko, eremu posiblearen erpinen koordenatuak helburu funtzioan ordezkatuko ditugu:

F(0,75) = 4,5 ∙ 0 + 3 ∙ 75 = 225 €

F (30, 60) = 4,5 ∙ 30 + 3 ∙ 60 = 135 + 180 = 315 €

F(60,30) = 4,5 ∙ 60 + 3 ∙ 30 = 270 + 90 = 360 €

F(75,0) = 4,5 ∙ 75 + 3 ∙ 0 = 337,5 €

Argi dago C erpinean lortzen duela maximoa helburu funtzioak; beraz, ikastola horretako neskek, A motako 60 pakete eta B motako 30 pakete prestatuta, 360 € lortuko dute; diru kantitate hori maximoa da.

12. adibidea. Hiri bateko parkean, eserlekuak eta zakarrontziak jarri nahi ditu Udalak; gutxienez, 20 ale bien artean. Udaletxeko biltegian, 40 eserleku eta 12 zakarrontzi daude. Zakarrontzien kopurua eserlekuen kopuruaren herena baino txikiagoa izatea nahi du Udalak; horretaz gain, gutxienez, eserlekuen eta zakarrontzien guztizko kopuruaren % 20 zakarrontziak izan beharko lirateke.

a) Zenbat eserleku eta zakarrontzi jarri ditzakete?

b) Zein konbinaziotan da handiena eserlekuen eta zakarrontzien kopuruen arteko aldea? Konbinazio horretan, maximoa da eserlekuen eta zakarrontzien guztizko kopurua?

Ebazpena:

Hasieran, aldagaiak zehaztuko ditugu:

x = zenbat eserleku jarriko diren 

y = zenbat zakarrontzi jarriko diren

Eta baldintzak hauek dira:
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Beste era batera idatziko ditugu inekuazioak, behin y aldagaia askatu eta gero:
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Eremu posiblea irudikatu eta kolorez bereizi dugu.

a) Kontuan hartuta eserlekuak eta zakarrontziak ezin direla zatitu, eremu posiblearen barnean dauden eta koordenatuak zenbaki osoak dituzten puntu guztiak izango dira soluzioa, baita ertzak ere.

b) Maximotu behar dugun funtzioa hau da: F = x – y
Erpinen koordenatuak zehaztuko ditugu:

A(16,4)               B(15,5)                 C(36,12)                 D(40,12)             E(40,10)

Eta maximoa lortzeko, erpinen koordenatuak helburu funtzioan ordezkatuko ditugu:

F(16,4) = 16 – 4 = 12

F(15,5) = 15 – 5 = 10

F(36,12) = 36 – 12 = 24

F(40,12) = 40 – 12 = 28

F(40,10) = 40 – 10 = 30

Argi dago E(40,10) puntuan lortzen duela maximoa helburu funtzioak, koordenatuen arteko diferentzia handiena delako erpin horretan; beraz, 40 eserlekuko eta 10 zakarrontziko konbinazioarekin lortzen da alderik handiena.

Jarritako eserlekuen eta zakarrontzien guztizko kopurua adierazten duen funtzioa hau da: G = x + y. Funtzio horrek erpinetan  zein balio hartzen dituen aztertu beharko dugu:

G(16,4) = 16 + 4 = 20

G(15,5) = 15 + 5 = 20

G(36,12) = 36 + 12 = 48

G(40,12) = 40 + 12 = 52

G(40,10) = 40 + 10 = 50

Agerian dago bien arteko kopururik handiena D(40,12) puntuan lortzen dela, 40 eserlekurekin eta 12 zakarrontzirekin; beraz, konbinazio horrexekin lortzen da kopuru maximoa.

 Konbinazio hori eta aurrekoa ez datoz bat.

13. adibidea. Burtsan inbestitzeko 21.000 € dauzkagu aurreztuak. Inbestitze ona egiteko, A eta B akzioak erostea aholkatu digute. A motako akzioek % 10 ematen dute; eta B motakoek,  % 8.  Hori guztia kontuan harturik, A motako akzioetan gehienez 13.000 € eta B motako akzioetan gutxienez 600 € inbestitzeko erabaki dugu. Horretaz gain, A akzioetan inbestitutako diru kantitatea B akzioetan inbestitutakoaren bikoitzaren berdina edo txikiagoa izatea nahi dugu. Zein izan behar da inbestitzearen banaketa urtero mozkinik handiena jasotzeko?

Ebazpena:

Lehenengo eta behin, aldagaiak definituko ditugu:

x = zenbat euro inbestitzen dugun A motako akzioetan

y = zenbat euro inbestitzen dugun B motako akzioetan

Planteamendua egiteko, lehenengoz helburu funtzioa idatziko dugu:

F = 
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Eta baldintzak hauek dira:
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Eremu posiblea irudikatu eta ilundu dugu; helburu funtzioaren norabide bektorea irudikatu ondoren, bektore horren paraleloak irudikatu ditugu erpin guztietatik.

 Argi dago, helburu funtzioaren norabide bektorea kontuan hartuta, maximoak C puntuan egon behar duela, norabide bektorearen zuzen paralelo guztietan urrunena erpin horrexetatik pasatzen delako; dena dela, analitikoki frogatuko dugu hori, erpin bakoitzaren balioa helburu funtzioan ordezkatuz baliorik handiena zein den ondorioztatzeko.

Lehenengoz, erpin guztien koordenatuak zehaztuko ditugu:

A(0;600) 

B(0,21.000) 

C(13.000,8.000) 

D(13.000;6.500) 

E(1.200;600)

Eta gero, erpinen koordenatuak helburu funtzioan ordezkatuko ditugu:

F(0;0,6) = 0,1 ∙ 0 + 0,08 ∙ 600 = 48 €

F(0,21) = 0,1 ∙ 0 + 0,08 ∙ 21.000 = 1.680 €

F(13,8) = 0,1 ∙ 13.000 + 0,08 ∙ 8.000 = 1.940 €

F(13;6,5) = 0,1 ∙13.000 + 0,08 ∙ 6.500 = 1.820 €

F(1,2;0,6) = 0,1 ∙ 1.200 + 0,08 ∙ 600 = 168 €

Argi dago helburu funtzioak C puntuan lortzen duela maximoa; beraz, banaketa hau da: 13.000 € inbestitu behar dira A motako akzioetan, eta 8.000 €  B motako akzioetan. Konbinazio horrekin lortzen dugun mozkina 1.940 € da.
14. adibidea. Lantegi batean, sukaldeko armairuak ekoizten dituzte: A eta B. Eman dezagun B motako 4 unitate ekoitzi nahi dituztela gutxienez. A edo B motako armairu bakoitzak 1m3 betetzen du, eta biltegian 20m3 daude erabilgarri. 

Armairu bat ekoizteko, bi etapa daude; batean Miren arduratzen da, eta bestean Kepa. A motako armairu bat ekoizteko, Mirenek 4 orduz lan egin behar du, eta Kepak 2 orduz; B motako armairu bat ekoizteko, Mirenek 1 orduz lan egin behar du, eta Kepak 3 orduz. Mirenek gutxienez 32 orduz lan egin behar du; eta Kepak, aldiz, gutxienez 36 orduz.

A motako armairu bakoitzak 25 €-ko etekina uzten du; eta B motako armairu bakoitzak, 20 €-koa.

Programazio linealeko tekniketan oinarrituta, bilatu:

A motako eta B motako zenbat unitate ekoitzi behar diren etekin maximoa lortzeko.

Zein den etekin hori.

Ebazpena:

Programazio linealeko problema guztietan bezala, hasieran aldagaiak definituko ditugu: 

x = A motako zenbat armairu ekoizten dituzten

y = B motako zenbat armairu ekoizten dituzten

Kasu honetan, baldintzak ondo azaltzeko, taula baten laguntzaz antolatuko dugu informazioa:

	
	A
	B
	GUTXIENEZKO

LANORDUAK
	BILTEGIAREN

EDUKIERA

	MIREN
	4 h
	1 h
	32 h
	

	KEPA
	2 h
	3 h
	36 h
	

	BOLUMENA
	1 m3
	1 m3
	
	20 m3

	ETEKINA
	25 €
	20 €
	
	


Eta planteamendua hau da:

        Maximotu F = 25x + 20y
        baldintza hauekin: 
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Inekuaziook beste era batera idatzi ditzakegu: y askatuta, hain zuzen ere. Honela adieraziko ditugu:

        Maximotu F =25x + 20y

        Baldintza hauekin: 
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Eremu posiblea irudikatu eta ilundu dugu; helburu funtzioaren norabide bektorea irudikatu ondoren, haren bektore paraleloak irudikatu ditugu eremu posiblearen erpin guztietatik. Begiz  esan dezakegu C erpinean lortzen duela helburu funtzioak bere maximoa. Hori guztia analitikoki frogatu dezakegu, erpinen koordenatuak bilatu eta gero helburu funtzioan haien balioak ordezkatuz.

Erpin horien koordenatuak zehaztuko ditugu, beti bezala, dagozkion ekuazio sistema ebatziz:
        A(6,8)                  B(4,16)                       C(16,4)              D(12,4)

Eta helburu funtzioan ordezkatzen baditugu, hauek dira lortutako balioak:

F(6,8) = 25 ∙ 6 + 20 ∙ 8 = 150 + 160 = 310 €

F(4,16) =25 ∙ 4 + 20 ∙ 16 = 100 + 320 =420 €

F(16,4) = 25 ∙16 + 20 ∙ 4 = 400 + 80 =480 €

F(12,4) = 25 ∙ 12 + 20 ∙ 4 = 300 + 80 = 380 €

Argi dago lortu dezaketen etekin handiena 480 € dela; diru hori lortzeko, A motako 16 armairu eta B motako 4 armairu ekoitzi behar dituzte.

15. adibidea. Baserritar batek 750 urki, 700 intxaurrondo eta 650 sagarrondo landatu nahi ditu. Landatxo mintegian, zuhaitz multzo bat daukate salgai, 700 €-tan, 15 urki, 30 intxaurrondo eta 10 sagarrondorekin; eta Urepel mintegian beste zuhaitz multzo bat daukate salgai, 650 €-tan, 15 urki, 10 intxaurrondo eta 20 sagarrondorekin.

A) Mintegi bakoitzean, zenbat zuhaitz multzo erosi behar ditu nahi dituen zuhaitzak landatzeko, eta kostua minimoa izateko?

B) Erosi dituen zuhaitz guztiak landatuko ditu? Ezetz erantzunez gero, zenbat zuhaitz ez ditu landatuko eta zein motatakoak dira?

Ebazpena:

Programazio linealeko problema guztietan modura, lehenengoz aldagaien esanahia finkatu behar dugu:

x = Zenbat zuhaitz multzo erosi dituen Landatxo mintegian

y = Zenbat zuhaitz multzo erosi dituen Urepel mintegian

Eta taula baten bidez egingo dugu aldagaien zehaztapena:

	
	LANDATXO
	UREPEL
	GUTXIENEKO KOPURUAK

	URKIAK
	15
	15
	750

	INTXAURRODOAK
	30
	10
	700

	SAGARRONDOAK
	10
	20
	650

	KOSTUA
	700 €
	650 €
	


Planteamendua honela idatzi dezakegu:

        Minimotu F = 700x + 650y
        baldintza hauekin:
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Goian egin dugun bezala, y aldagaia askatuko dugu lehen hiru inekuazioetan; beraz, berridatzi egingo dugu baldintza sistema hori:

        Minimotu F = 700x + 650y
baldintza hauekin: 
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Eremu posiblea irudikatu eta ilundu dugu; helburu funtzioaren norabide bektorea irudikatu ondoren, haren bektore paraleloak irudikatu ditugu eremu posiblearen erpin guztietatik.

Nahiz eta oso argi ez egon, helburu funtzioaren norabide bektorea kontuan hartuta, minimoa B puntuan dago, norabide bektorearen zuzen paralelo guztietan hurbilena erpin horrexetatik pasatzen delako; dena dela, analitikoki frogatuko dugu hori, erpin bakoitzaren balioa helburu funtzioan ordezkatuz baliorik txikiena zein den ondorioztatzeko.

Erpin horien koordenatuak zehaztuko ditugu, beti bezala, dagozkien ekuazio sistemak ebatziz:

    A(0,70)                         B(10,40)                      C(35,15)                        D(65,0)

Eta, helburu funtzioan erpinen koordenatu horiek ordezkatuz, balio hauek lortuko ditugu:

F (0,70)  = 700 ∙ 0 + 650 ∙70  =  45.500 €

F(10,40) = 700 ∙ 10 + 650 ∙40 = 7.000 + 26.000 =  33.000 €

F(35,15) = 700 ∙ 35 + 650 ∙15 = 24.500 + 9750 = 34.250 €

F(65,0) = 700 ∙ 65 + 650 ∙0 =  45.500 €

Baserritarrak Landatxo mintegian 10 zuhaitz multzo eta Urepel mintegian 40 zuhaitz multzo erosita lortzen du kostu minimoa; kostu hori 33.000 € da.

B) Zuhaitz multzo horietan erosi dituen zuhaitzak honenbestekoak dira:

Urkiak:   15 ∙ 10 + 15 ∙ 40 = 750

Intxaurrondoak:  30 ∙ 10 + 10 ∙ 40 = 700

Sagarrondoak:  10 ∙ 10 + 20 ∙ 40 = 900

Baserritarrak ez ditu erositako zuhaitz guztiak erabiltzen: ez ditu landatu 

900 – 650 = 250 sagarrondo.

16. adibidea. Informatika denda batean, eskaintza bat egiten dute A eta B motetako ordenagailuak merkeago saltzeko: A motako ordenagailu bakoitzak 1.000 € balio du; eta B motako ordenagailu bakoitzak, 800 €. Eskaintza hori mugatuta dago: A motako 30 ordenagailutan bakarrik ezartzen da, eta B motako 40 ordenagailutan. Dendariaren asmoa hau da: gutxienez A motako ordenagailuen kopurua B motako ordenagailuen kopuruaren bikoitza saltzea, eta, salmenta horiekin, gutxienez 30.000 €-ko diru sarrera lortzea.

Mota bakoitzeko zenbat unitate saldu behar ditu ahal denik eta diru gehien irabazteko? Zenbat diru jasoko du?

Ebazpena:

Programazio linealeko problema guztietan bezala, hasieran aldagaiak definituko ditugu: 

x = A motako zenbat ordenagailu saltzen dituen

y = B motako zenbat ordenagailu saltzen dituen

Eta planteamendua hau da:

        Maximotu F = 1.000x + 800y
        baldintza hauekin: 
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Goian egin dugun bezala, y aldagaia askatuko dugu azken bi inekuazioetan; beraz, berridatzi egingo dugu baldintza sistema hori laburdura bat eginez:

        Maximotu F = 1.000x + 800y
        baldintza hauekin: 
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Eremu posiblea irudikatu eta ilundu dugu; helburu funtzioaren norabide bektorea irudikatu ondoren, haren bektore paraleloak irudikatu ditugu eremu posiblearen erpin guztietatik.

Argi dago helburu funtzioaren norabide bektorea kontuan hartuta, maximoak B puntuan egon behar duela, norabide bektorearen zuzen paralelo guztietan urrunena erpin horrexetatik pasatzen delako; dena dela, analitikoki frogatuko dugu hori, erpin bakoitzaren balioa helburu funtzioan ordezkatuz baliorik handiena zein den ondorioztatzeko.

Erpin horien koordenatuak zehaztuko ditugu, beti bezala, dagozkien ekuazio sistemak ebatziz:

    A
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Eta helburu funtzioan ordezkatzen baditugu, hauek dira lortutako balioak:

F
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 = 30.000 €
F(30,0) =1.000 ∙ 30 + 800 ∙ 0 = 30.000 €

F(30,15) = 1.000 ∙ 30 + 800 ∙15 = 30.000 + 12.000 = 42.000 €

Goiko balioak kontuan harturik, A motako 30 ordenagailu eta B motako 15 ordenagailu salduz gero, 42.000 € lortuko ditu dendariak; diru sarrera hori maximoa da.
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